CHAPITRE 4

Théoreme des Résidus

41 Résidus

Définition 4.1.1

Soit f : € — C une fonction analytique au point zy, et € = {z eC / 0<|z—2 < r} (Disque
troué). On appelle résidu de f au point zy, le ceefficient a_; du développement de Laurent de f
au voisinage de zo. Ce nombre est noté Zes(f, zo)

Remarque:
Soit
- a a_
f(z):Zan(z—zo)”:---+(Z ;)2+(z 12)+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+---
= — 20 — 20

le développement de Laurent de f au voisinage de zy, comme ce développement existe
toujours pour les fonctions analytiques au voisinage de z;, donc a_; existe toujours et
est FINI.
Tres important :
Dans 'exemple précédent on a trouvé que

2 = (1) (1) 1 1 1 z
f@) = z+1)Ez+3) Lt 3l L 3 B 27z 3 T Cela ne
signifie pas que Zes(f,0) = 1, car ce développement ne se fait pas au voisinage de 0
mais dans une couronne qui n’est pas un disque troué.

Par contre :

2 1 1 = 1\,
f(z):(z+1)(z+3):z+1_z+3:;6(_1) (1_3n+1)z B

donne Zes(f,0) = 0.

WIN
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4,2 Résidu a l'infini

Si f admet un développement de Laurent pour z trés grand, alors on peut toujours
définir le résidu de f au voisinage de 1'infini. Considérons l'expression f(z) dz, si z est
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.. e 1 .. 1
au voisinage de l'infini alors — se trouve au voisinage de 0. Posons t = —; on a donc
z z

1.1
f@) dz = — f(;) dt, d’ot 1a définition :
Définition 4.2.1

Soit f : € — C une fonction analytique au point z,, et € = {z € C/Izl >R, R > O}. On
appelle résidu de f a l'infini, le nombre Zes(f, o0) = Zes(g,0) avec g(z) = —21—2 f (%)

Remarque 4.2.1

= ; 1 (1 a
Posons : f(z) = Zanz = —;f(;) = _Z ZnZZ

nez

D’oii l'on tire : Zes(f, o0) = —a_q, et donc :

Fes(f,0) + Zes(f, ) =0

Remarque 4.2.2 Si f(z) se présente sous la forme f(z) = g (%) alors ;
Fes(f, ) = —-g'(0)

4.2.1 Points singuliers des fonctions analytiques

Soit f une fonction analytique dans un ensemble ouvert connexe :

Q= {z € C/Iz —zol<r r> 0} C C; soit 4 un point frontiere de Q, c’est a dire |a — zo| = 7.
Si f peut étre prolonger en une fonction analytique en 4, on dira qu’alors que le point a
est un point régulier, f est donc bornée au voisinage de a; sinon c’est un point singulier.

4.2.1.1 types de singularités

Soit le développement de Laurent d"une fonction f au voisinage de a.

[Se]

f(z) = Z Cu(z —a)" + i E f”a)n-
n=1

n=0

Trois cas se présentent alors :

1°" Cas :

Tous les d, sont nuls. f est donc analytique en z = a. Le développement de Laurent
coincide avec la série de Taylor au voisinage de a.

2°™€ Cas :

Unnombre fini de d, n’est pas nul. Soit alors m le plus grand entier positif tel que d,, # 0.
Alors (z—a)™ f(z) estanalytique au pointa. On dira alors que a4 est une singularité d’ordre
m, ou pdle d’ordre m ; (pole simple, double, triple, . ..pourm =1,2,3,...).

3°™ Cas:

Un nombre infini de termes d,, n’est pas nul. a est appelé singularité essentielle de f.
Pour tout entier positif m; (z — a)" f(z) n’est pas borné au voisinage de a.
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4.2.2 Théoréme des résidus

Théoreme 4.2.1
Soit Q) un ouvert simplement connexe, et a,,a,, ..., a, € Q.
Soit (Y = Q/{ay,a,...,a,} et

f:Q  — C, analytique.

y:la,b] — &, unlacet quelconque dans ().

alors

f f(z)dz =2mi } | Fes(f, i) I(ax, y)
s k=1

Preuve :

Posons 9 = {z € Q/ O0<|z—a] < rk} C Q, on choisira i aussi petit que possible de telle
maniere que % N Y = 0 pour k # k' ; et soit € = Z \ {ar} .

f étant analytique dans ¢, admet donc un développement de Laurent dans cet en-
semble :

[o¢]

f(z) = Z Cnk(z —ar)" = Z Cui(z — ar)" + Z (ZC_"Z'; = Z Cni(z — ap)" + uk(2).
n=1 n=0

n=—oo n=0

Posons alors g(z) = f(z) — Z ur(z) ,donc :
k=1
e ¢ est analytique dans Q' .

n
«Size % 3() = (f2) - m(@) - Y u(2)
=1
17k
n
comme pour j # k le point a; est régulier pour u(z), il 'est aussi pour Z ui(z) ; d’autre
=1
j#k
part, par définition le point a; est régulier pour f(z) — u(z) donc il I’est pour g. on
peut donc prolonger ¢ en une fonction analytique dans () tout entier, comme Q est
simplement connexe, le théoréme de Cauchy donne

f): g(z)dz =0,

d’ot1 la formule.

4.2.2.1 Calcul pratique du résidu d’une fonction :

Soit f(z) = Z a,(z — z9)" le développement de Laurent de f au voisinage de z.

L'intégrale de f le long d'un lacet ne dépend donc que d'un ccefficient dans le
développement de Laurent; qui est a_;. On va montrer que dans beaucoup de cas on
peut déterminer ce ccefficient sans passer par le développement de Laurent.
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On va distinguer deux cas.
1¢" Cas :zp est un péle simple.

Soit alors f(z) =

- +ag+a1(z —zp) + -

(z=20)f(z) =a_1 + (z—2z0)ap + a1(z — z0)2 + = Kes(f,zo) + (z — zo)ap + a1(z — Z0)2 4 -

et par passage a la limite, on obtient :

es(f, ) = lim (2 — 20)f ). 1)
Si £(z) se présente sous la forme,
ﬂ@:%% ot Q@)=0 et Q(z)#0, (4.2)
alors :
Res(f, zo) = S((ZZOO)) (4.3)

Remarque 4.2.3 Si a_; = 0, la singularité est appelée «singularité apparente», «pole appa-
rent», ou «fausse singularité».

Exemple 4.2.1

f(z) = % ,ona hrn z.f(z) = 0; 0 est une singularité apparente de f.

On peut le voir 1mmed1atement en utilisant le développement de Laurent f.
n-2n+1 1)" 2n 2 4 6
smz_ (1) Z( )'z 1 L,z
4 2+ 1)1 2n + 1)! 315 7
On voit bien qu’iln’y a pas du tout de smgularlte

Exemple 4.2.2

Ona, f(z) =

ZZ
Donnons le résidu de f(z) = zej ; au point zg = —1.

zp = —1 est un pole simple et f se presente sous la forme (4.2); on a donc,

e? e? e(-1? e

— =X -1 =_
@+1y 32 sl -D=39773
2°M¢ Cas a1 est un pole multiple.

Soit m I’ordre de la singularité de z. Ecrivons

A_m A_m+1 a_
f(z) = =z + E—— + -+ (z— " +ag+a1(z—z)+ =
(z=20)"f(2) = A + _ps1(2 = 20) + Apsa(z — 20)° + -+ - +a1(z — 20)" " + ao(z — 20)" +
En dérivant jusqu’a 'ordre m — 1, on obtient :
((z = 20)" f(2))" D = (m = 1)la_y +ap(m — 1)}z — zo) +---;
d’ot1 ’on obtient :

(m-1)

es(f,20) = Jim (- 20" f2) " @4

1
(m—1)!

Cette formule est intéressante seulement quand l'ordre est 2 ou 3 a la limite. Si
'ordre est grand 4 ou plus, mieux faut utiliser le développement de Laurent.
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Remarque 4.2.4 Dans le cas ot f(z) est le rapport de deux fonctions g(z) et h(z) ayant z,
comme zéros, alors il n’est pas facile de donner immédiatement I'ordre de la singularité de f.
Dans ce cas, le procédé le plus stir consiste dans le remplacement des fonctions g(z) et h(z) par
un certain nombre de termes de leurs développements en série de Tnylor au voisinage de z.

Exemple 4.2.3

1

Trouver le résidu au point z; = 0 de la fonction f(z) = y—

; 0 est un pole

d’ordre 2;0ona:

Fes(f,0) = 1 hm((zzf(z)) O(ﬁ) _ zlir})( sin(z — 1) ) __sinl

cos?(z — 1) cos?1

Exemple 4.2.4
Trouver le résidu au point zy = i de la fonction f(z) = % ; 1 est un poOle d’ordre
3;ona:
es(f, i) = ~ hm((z B z)3f(z)) 1y cosz \’ B llim —(z+1)sinz —3cosz)

B \e+ip] T 25 (z +i)*

11 6(z+z)2smz+(12 (z+z)2)cosz _ (3sh1—4ch1)i

25 (z +0)3 - 16

Exemple 4.2.5
1+ 210

Trouver le résidu au point z; = 0 de la fonction f(z) = F@d+2)
6;

Inutile de préciser qu’on n’utilisera pas la formule (4.4). On utilisera directement le

développement de Laurent.
1420 1 1+2"

f@ = z%(4 + 2) T 4z6 (1+2z/4) 4 476

Dans ce produit, seul le ceefficient de z° est utile, et qui est —1/4°.

1 1
"ot = - (— 5 = —_— = ——
Do Zes(f,0) = 1/4- (-1)/47 = ~5 = =

; 0 est un pole d’ordre

(1421 —z/4+2% /4223 |82+ - +(=1)"2" 4"+ - ).

Exemple 4.2.6

tgz—-z .
T —cos2)? ;iciil n’est pas facile

de dire directement 'ordre de la singularité ; on va utiliser la remarque (4.2.4).

Trouver le résidu au point zy = 0 de la fonction f(z) =

LS I U
fo- 8272 3 T15" U1 _41,34 1229,
(1—cos2) T, 1., . 3z 7557 3780
4 24

0 est donc une singularité simple et on a Zes(f,0) = =
Exemple 4.2.7

. . . Tt
Trouver le résidu au point zy = 0 de la fonction f(z) = z cos? et

B o _ _1+cos2m/z) _ z o D2p2n
Ona f(z) = zcos . —2—2 =5 1+;—(2n)!22”
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7'(2 4 6 ,RZ 7T4 27T6

T T
—z[1- = +1/3=-2/45—+ - |=z-— 4+ —— - —— +...
z z2 /z4 / z0 z z 323 4575

0 est donc une singularité essentielle, on a d’apres ce développement de Laurent que
ZKes(f,0) = —m%.

4.3 Application du théoréme des résidus a des calculs
d’intégrales

4.3.1 Intégrale du typel = f f(x) dx

On suppose que f soit la restriction a R d’une fonction f, qui est analytique dans un
ensemble ouvert de la forme D’ = D — {ay,a5,...,a,} o D contient le demi plan fermé
Imz > 0, et les a, sont des points du demi-plan ouvert Imz > 0.

On considere alors un lacet y, juxtaposition y; V y, de deux chemins suivants :

Y1 t——t, pour —-R<t<R
y,:t——> Rel, pour 0<t<m.

Ot le nombre R est pris tel que R > |ai| pour tous les indices k ; il est immédiat que I’on
a pour tout k, J(a, ) = 1.
Le théoreme des résidus permet d’écrire,

R n
I ) F(x) dx + f) 2 f(z) dz = fy f(z) dz = 2711';9265( f, ).
Si de plus,
Rli_r)noo Lz f(z)dz =0,

par passage a la limite on a donc :

f ) () dx = 2mi Y Res(f, ap). (4.5)
- k=1

Premief) cas:
z
f(z) = L) ou P et Q sont des polyndmes premiers entre eux. Aucun des zéros de Q

Q(z)

n’étant réel. Supposons en outre que 1'on ait,
deg Q > 2 + deg P.

La formule (4.5) est valable, les a; étant les zéros de Q tels que Ima; > 0.

Exemple 4.3.1 Calculer l'intégrale :

I_f‘x’ x? dx .
Jo 2+1D(E2+9)
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Remarquons que I = 1 ) £ dx Posons alors
quonsquet=s | @+1)(2+9) /
1 z?

f@=5 Zrnz+9

IcionaP(z) =z et Q(z) =2(z2 +1)(z* + 9),etdeg Q=4 >2+degP=2+2=4.

les racines de Q(z) sont i, —i, 3i et —3i, donc aucune n’est réelle, la formule (4.5) est donc
applicable.

Seuls i et 3i ont des parties imaginaires strictement positifs, d’ou

1 2d . , ;
1=3 | Gy =2 et est,20)

i et 2i étant deux poles simples de f, appliquons la formule (4.3).
Pour le pdleiona:

Fes(f,i) = lim(z — i)

2 ZZ

z .
2(z2 +1)(z2+9) linl 2(z2+ 1)(z2 +9))
= lim z S
i 2(22) (22 +9) + (22 + 1)(22))  2(2i)(8)  32i
Pour le pole 3ion a:

N . z* . z?
Hes(f,30) = lim 2 =303 @+ 9) ~ N 2@ )@+ 9)
= lim z = ) = i
253 2((22)(22 +9) + (22 + 1)(22))  2(6i)(—8)  32i
D'oul, 5
(-1 i
I—Zﬂl(@‘i‘@)—g

Exemple 4.3.2 Calculer l'intégrale :

o * dx
) X2 2ix +2 —4i

- Les poles de f sont simples etonaz; = 1+1iet

1
Posons f(z) = - .
f(,) z2 +2iz+2 —4i
z, = =1 -3i, Im(z;) <0, est a rejeter.
Les conditions sont toutes vérifiées, on a alors,

f ax = 2niZes(f,1 +i).

o X2+ 2ix+2—4i

1 1 1
e _ _ .
Fes(f1+0) = lim (=1-0)f() = lim G-1-0) G = M 2 T 7w
Finalement,
[=2mi-—— =210
My 4T 5 s
1 (P +2)-i2x—4) (¥ +2)-i(4-2x)

Remarquons que, f(x) = 5 r— 57 = (2 +2) +(r -4 x +82-16x+20
« (x% + 2)dx _2n
o XA+ 8x2—16x+20

?/
f‘x’ (4 — 2x)dx _ T
_ -5

o Xt +8x2 —16x + 20

d’ou I'on déduit,
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Deuxiéme cas :

z .
f(z) = 0@ e, m > 0; ou P et Q sont des polyndmes premiers entre eux. Aucun des

zéros de Q n’étant réel. Supposons en outre que 'on ait,
deg Q > 1+ deg P.

La formule (4.5) est valable, les a; étant les zéros de Q tels que Ima; > 0.
Exemple 4.3.3 calculer l'intégrale

= “ sinxdx
2+ 2x+2

iz

?oit‘ f(z) = Y on a deux pOles simples z; = =1 + i, et z; = —1 — i ce dernier est
a rejeter.
) ] iz e—l—i
On a donc Zes(f, -1 +1) = 11m (z +1-10)f(2) = 11r_r}+i(z +1- z)Z2 i
< el (y ,e'l'l i a1 . N 1
Finalement, ———— =2ni—— =ne '=me (cosl—isinl)d’oul’on déduit,
e X2+ 2x+2 2i
- [ _sinxdy = -melsinl
o X2+ 2x+2 ’
cos x dx .
= 1.
/= f X2 +2x +2 S Te o cos
TT
4.3.2 Intégrale du typel = f R(cos 0, sin 0) dO
=Tt

Soit R(x, y) une fonction rationnelle en x et en y qui n’a pas de poles sur le cercle
x*+y*=1,alorsona:

T -1 _~1
I:f R(cos@,sin@)d@zf R(Z+Z zT2 )% (4.6)
- |z|=1

2 72 iz

L'égalité (4.6) est justifiée par le changement de variables suivant :
z=eY=cosO+isind =z !'=e"=cos6—isin6
d’ou l'on tire

z+z7t z - z‘1 dz

cos O = > sin @ = et dz =1ie® d@:}d@-z
I e
Posons : f(z) = R(Z 2Z ,Z 2? ),onaalors:

[ =2ni Z Res (f(2),zi),

ol la somme est étendue a tous les poles de f(z) tels que |z| < 1.
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Exemple 4.3.4 Calculer I'intégrale

27T
do
I= _ t .
f(; a+bsin9’ eta> o

Réponse :
1 1 2
f(Z) = —: | = 5 - .
iz z—2z bz? + 2aiz — b
a+b—-—
2i
A 2 ) ) : )
Les poles de ———=———— sont obtenus en résolvant bz* + 2aiz — b = 0 et sont donnés
bz? + 2aiz — b
par,
—a+ Va2 -2, —a— Va2 -2,
Z1=——————jetzp=——,
s —a+ Va? - b? b
seul z; est a I'intérieur du cercle, car |z;| = |————| = |————| < 1, car
b a+ Va? —b?
a < |b]. Comme z1z, = —1, donc nécessairement |z,| > 1.

ce sont deux poles simples, le résidu en z; est donc;

2 1

Kes(f,z1) = li —21) 75— = li . = ’

es(f,z1) ZE’I;l(Z Zl)bz2 Y 2aiz—b  ion 2bz + 2ai iVaZ = p2

X 1 .
d’ou I = 2ni———— finalement,
i Va? — b?
T de 27
- = , eta>|b|
o a+bsin0 2 — 2

Exemple 4.3.5 Calculer :

271

cosnf do

I= _— IN.
fo 5+3cos0

Réponse :
z'+z7"

La formule de Moivre donne cos n6 = ,d’otten substituant dans notre intégrale,

ona:
zZ"+z"
1 2 22" +1
f@) = iz z+z71 _Zz”(3z2 +10z +3)
5+3
Poles de f :

zp = 0, est un pole d’ordre n.

1
3z +10z+ 3 = 3z + 1)(z + 3) = 0, deux poOles simples z; = -3 etz; =-3;seulz; =-3a
un module supérieur a 1, d’otr :

I =2mi(Zes (f(z),0) + Zes (f(z),-1/3)).

Calcul des résidus :
Pour z; = —1/3, il s’agit d"un pole simple, donc;
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. —i(z2" + 1) o =iz +1) . 1+ 32"
Hes (f(2),-1/3) = 1 1 = Ty - Y '
es(f@),-1/3) = lim (z+1/3) 7Bz + Dz +3) =13 32'(z 1 3) SRS

Pour zy = 0, qui est un podle d’ordre n, il est préférable de faire le développement de
Laurent de f au voisinage de 0.

Remarquant que f(z) = —i 2+ 1 = —i z —1 L .
quantq T (B2 +102+3) (322 +102+3)  2'G2+ 10z + 3)
, . ) P ' 7 B
Comme 0 n’est pas un pole de —1(322 $10273) donc Zes (—1(322 105+ 3),0) = 0.

1
D'ot = Pes|—i :
ou Zes (f(z),0) %’es( lz”(3zz+10;z+3)’0)
. 1 1 —i —i(9 1 1 1
Ona -1 = @ - = = .
z"(3z2+10z+3) z"3z2+10z+3 z*\24 1+3z 24 1+2z/3

loppement en série entiere au voisinage de zéro donne :

9 ]. ]. 1 9 — nan._n 1 = n n
% TeEm Trap A g L e

_ 1 . n n+2 1 n N 1
_ﬂnzz;‘(_l) (3 —§)2,0u|z|<§-

). Un déve-

D’ou l’on tire que;

_ ;Z _1\n—1 n+l L)
es (£(2),0) = (1) (3 =)
Finalement;

i 1 . 1+ 3% mt (—1)"
I=2 __1n—1(n+1__)_ —1)" = .
”1(24( N ) A YTl Rl R
27T
cosnfdd mw (-1)"
I= —_— = — IN.
fo 5+3cos0 2 3 '€

4.3.3 Intégrale dutype I[= f x*1Q(x) dx.
0

a est un réel strictement positif, R une fraction rationnelle n’ayant pas de pole réel
positif ou nul, et telle que Q(0) # 0 et lim x*|Q(x)| = 0.
X—>0
SiQ = P/S ouP et S sont deux polyndmes, on a deg P < deg S — a.
On va considérer cette fois la fonction

f@2) = (-2)""Q)

(—z)* ! = el DLoe2) ou Arg(Log(z)) €] — 7, 7[.

On considere le lacet y, juxtaposition 1 V 72 V v3 V 74 de quatre chemins
yi(t) = et pour r<t<R

vo(t) = Re pour A<t<2n-A

ys3(t) = —e ™™  pour —-R<t<-—r

ya(t) = el pour A<t<2m-— A

I= fow x*1Q(x) dx =

Tt

Y %es((-2°7'Q(), 2)

sinam

ol la somme est étendue a tous les poles de la fraction R(z).
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Exemple 4.3.6 Calculer I'intégrale
= f T dx
o Vx(1+x)

1 1
Icionaa—-1= -3 etdonca =2/3.0naici Q(z) = A seul pole z = —1.

es ((—z)'l/SQ(z), —1).

Réponse :

“ dx T
- Fi+n @B

1 1
NV S B P _\-1/3 _
Hes (( Z) i1 1) Z11rr_11(z + 1)(-2) o 1,

= T o 271\/5.
sin(2/3m) - 432 2

4.3.4 Intégraledutype I= f Q(x) Log x dx.
0

Q une fraction rationnelle n’ayant pas de pole réel positif ou nul, Q(0) # 0 et telle que
xli_r)rlo xQ(x) = 0.

En gardant le lacet précédent et en considérant le fonction f(z) = Q(z) Log2 Z.

Les intégrales sur y, et y, tendent vers zéro lorsque r — 0 et R — oo.

Et a la limite quand A — 0, logz = Log x sur )4, et Logz = Log x + 27i sur y3.

On obtient ainsi la relation,

foo Q(x) Log2 X dx — foo Q(x)(Log x + 2mi)* dx = 2mi Z Kes (Q(Z) Log2 z) ,
0 0
d’ou . .
-2 Log x dx — 2mi dx=Y % Log”z).
fo Q(x) Log x dx Hlfo Q(x) dx Z es (Q(z) 0g z)

La somme est étendue a tous les poles de la fraction Q(z).
Dans le cas ot1, Q est une fonction réelle, on obtient deux intégrales.

(3]

Q(x)Logxdx = —% He ( Z Hes (Q(z) Log2 z) ),
—% JIm ( Z Kes (Q(z) Log® z) )

Remarque 4.3.1 En intégrant la fonction Q(z) Logz, on obtiendrait de la méme maniére la
formule

@)
—~~
=
N—
SN

=
Il

dx=-) % L .
[ Qwar=-Y #es@erLog2)

(oe]

Posons I, = Q(x)Log" x dx, en intégrant la fonction Q(z) Log“+1 z, on obtiendrait une

0
relation de récurrence entre I, I,_1,---,1;, et I.

i(hi)”"’CZHIP = - Z Fes (Q(z) Log" z).
p=0
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Exemple 4.3.7 Calculer :

I_f""Logxdx
o (x+1)3

Réponse :
1
Ici Q(x) = m, toutes les conditions sont vérifiées, d’ou
~ Log’x ® (Log x + 27i)? , 1 )
— ————————dx =2niZes|——=L ,—1],
o Grlp T T r1p TS gy 08
ou encore,
* 4miLog x — 47? 1
- dx = 2mi%es| ——— Log’z,—1|.
f(; G117 X = 27 es((z+1)3 og”z )
Comme —1 est un podle triple, pour le résidu on a donc, .,
1 5 I 3 1 2
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Finalement,
“ Logx © dx
—4ri dx + 4r° = 2mi(1 — in) = 2mi + 27°.
mI) Gt 1) X+ TCL Gt 1) mi(l —in) = 2ni + 21
Conclusion,
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